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Projekt kluczowy

Do zbudowania modelu przek³adni konstrukcyjnej wykorzystano zale¿noœci 
geometryczne i kinematyczne wystêpuj¹ce w przek³adni sto¿kowej. 
Opracowano model przek³adni konstrukcyjnej bezodchy³kowej (rys. 7) oraz jego 
rozwiniêcie do postaci, uwzglêdniaj¹cej b³êdy wzajemnego po³o¿enia cz³onów 
przek³adni (rys. 8). Uwzglêdniaj¹c matematyczny zapis powierzchni bocznych 
wspó³pracuj¹cych zêbów sformu³owano warunki  ich styku w postaci uk³adu 
piêciu niezale¿nych równañ. Dla zadanych, w kolejnych krokach,  wartoœci k¹ta 
obrotu zêbnika     ,  uzyskuje siê rozwi¹zanie                            . Na podstawie 
rozwi¹zania  wyznacza siê liniê przyporu, œcie¿ki styku na obu pow. zêbów 
a tak¿e wykres nierównomiernoœci ruchu.
Rozwi¹zanie pozwala na okreœlenie punktu styku wspó³pracuj¹cych 
powierzchni, linii styku, linii przyporu.

Politechnika Rzeszowska, Politechnika Warszawska

Rys. 1. 
Zespó³ uk³adów wspó³rzêdnych 
modeluj¹cy suport narzêdziowy 
- obróbka ko³a

Rys. 2. 
Zespó³ uk³adów wspó³rzêdnych 
modeluj¹cy wrzeciennik 
przedmiotu obrabianego 
- obróbka ko³a

Rys. 3. 
Zespó³ uk³adów wspó³rzêdnych 
modeluj¹cy suport narzêdziowy 
- obróbka zêbnika

Rys. 4. 
Zespó³ uk³adów wspó³rzêdnych 
modeluj¹cy wrzeciennik 
przedmiotu obrabianego 
- obróbka zêbnika

Równanie wektorowe powierzchni dzia³ania narzêdzia w uk³adzie zwi¹zanym 
z narzêdziem tS

gdzie:

wka - k¹t zarysu no¿y zewnêtrznych 

,t ts q - wspó³rzêdne krzywoliniowe powierzchni kszta³tuj¹cej 

 wkr  - promieñ g³owicy no¿owej 

( )()(), , ,t t t t t ts sqyyq= ×t1 1tr M r
 

Funkcja wektorowa, okreœlaj¹ca rodzinê powierzchni dzia³ania narzêdzia 
w uk³adzie zwi¹zanym z obrabianym zêbnikiem ( 1S ) 

() ()() ()1t t ty yy y= × × × × × × ×wr1t 1w rh hm mk kc cd dgM M M M M M M M M  

Przyk³adowa macierz jednorodna reprezentuj¹ca z³o¿enie 
obrotu i przesuniêcia ukladu hS  do uk³adu rS  
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Równanie zazêbienia 
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gdzie: 

 1n  - jednostkowy wektor normalny do rodziny powierzchni dzia³ania narzêdzia 
okreœlony w 1S  , 

(), ,t t ts qyt1
1v  - wektor prêdkoœci wzglêdnej okreœlony w 1S . 

Dwuparametryczne równanie powierzchni bocznej zêba 

()()( ), , , ,t t t t t t tsqyqyqy=1 1r r  

gdzie (),t t ts qy - zmienna ts  w funkcji pozosta³ych parametrów (mo¿liwe  

rozwi¹zanie równania zazêbienia) 
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Rys. 5. 
Powierzchnia dzia³ania narzêdzia 
i wygenerowana powierzchnia 
boku zêba

Rys. 6. 
Siatka odniesienia 
w przekroju osiowym 
i znormalizowana

Matematyczny zapis powierzchni boku zêba zêbnika 1S wraz  

z odpowiadaj¹cym mu zapisem wektora normalnego  
w uk³adzie sztywnym S f  

( )()()1 1 1 1 1, , ,1hzj jhz= ×(1) (1)

f f1 1r M r  

( )()()1 1 1 1 1, , ,1hzjjhz= ×(1) (1)

f f1 1n L n  

Matematyczny zapis powierzchni boku zêba ko³a 2S wraz z wersorem 

normalnym w uk³adzie sztywnym S f  

( )()()2 2 2 2 2, , ,2hzj jhz= ×(2) (2)

f f2 2r M r  

( )()()2 2 2 2 2, , ,2hzj jhz= ×(2) (2)

f f2 2n L n  

Warunki styku powierzchni boku zêba zêbnika 1S i ko³a 2S w uk³adzie S f  

( )( )1 1 1 2 2 2, , , , 0hzj hzj- =(1) (2)
f fr r

 

( )( )1 1 1 2 2 2, , , , 0hzj hzj- =(1) (2)
f fn n  

Konferencje  

Wnioski  

Rys. 10. 
Linia przyporu oraz œcie¿ka styku 

Rys. 8. 
Zespó³ uk³adów wspó³rzêdnych 
modeluj¹cych przek³adniê 
uwzglêdniaj¹c¹ odchy³ki 
monta¿owe 

Rys. 9. 
Powierzchnie boczne 
wspó³pracuj¹cych zêbów
 

Rys. 7. 
Zespó³ uk³adów wspó³rzêdnych 
modeluj¹cych przek³adniê 
bezodchy³kow¹ 

Rys. 11. 
Chwilowy œlad wspó³pracy 
zazêbienia

Opracowano uniwersalny model matematyczny obrabiarki ko³yskowej 
(sterowanej mechanicznie) typu Gleason do nacinania uzêbienia ko³a i zêbnika. 
Przek³adnia technologiczna obróbki (wybran¹ metod¹) ¿¹danegocz³onu 
przek³adni jest okreœlana zespo³em uk³adów wspó³rzêdnych (rys. 1-4). 
Zale¿noœci miêdzy uk³adami opisano macierz¹ przekszta³ceñ, sformu³owan¹ 
w oparciu o geometriê
 i kinematykê rzeczywistej obrabiarki. Matematyczny zapis powierzchni bocznej 
zêba, nacinanej metod¹ obwiedniow¹, otrzymano w oparciu o uk³ad równañ, 
zawieraj¹cy równanie rodziny powierzchni dzia³ania narzêdzia oraz równanie 
zazêbienia, wynikaj¹ce z kinematycznej metody okreœlania obwiedni. 
Uwzglêdniaj¹c przypadek, gdy nie jest mo¿liwe otrzymanie równania 
powierzchni bocznej zêba w postaci jawnej, opracowano metodykê definiowania 
siatki odniesienia w granicach czynnej powierzchni boku zêba (rys. 6). S³u¿y 
ona do otrzymania powierzchni bocznej zêba metodami numerycznymi.

 Wyniki badañ

Opracowanie modeli matematycznych obróbki uzêbienia 
ko³a metodami SFM, SGM, SGT, Duplex Helical

Opracowanie modeli matematycznych obróbki uzêbienia 
zêbnika metodami SFM, SGM, SGT, Duplex Helical

Równanie powierzchni bocznej zêba utworzone przez interpolacjê 
wspó³rzêdnych punktów powierzchni zêba, stanowi¹cych zbiór rozwi¹zañ 
dyskretnych odpowiadaj¹cych punktom w przewidywalnym obszarze rozwi¹zañ 
(w granicach czynnej wysokoœci zêba)

Macierz przekszta³ceñ stanowi¹ca iloczyn macierzy transformacji 
reprezentuj¹cych obroty i translacje uk³adów wspó³rzêdnych jednorodnych 
wchodz¹cych w sk³ad modelu przek³adni technologicznej

Zbudowanie modelu matematycznego przek³adni 
konstrukcyjnej z uwzglêdnieniem odchy³ek monta¿owych

Stworzony model obrabiarki pozwala na otrzymanie powierzchni bocznych 
zêbów cz³onów przek³adni sto¿kowych, stosowanych w napêdach lotniczych. 
Przewiduje siê jego wykorzystanie przy wprowadzaniu do produkcji nowych 
przek³adni w zak³adach przemys³u lotniczego. Ocena poprawnoœci zazêbienia, 
mo¿liwa do przeprowadzenia w modelu przek³adni konstrukcyjnej, 
uwzglêdniaj¹cym b³êdy monta¿owe zapewni dobór optymalnych ustawieñ 
obrabiarki dla otrzymania powierzchni bocznych zêbów, zapewniaj¹cych 
wysok¹ jakoœæ pracy przek³adni. Model przek³adni konstrukcyjnej bêdzie 
wykorzystany do analizy kontaktu w przestrzeni zazêbienia (TCA).
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